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Zadanie 1.
Niech f bȩdzie funkcja̧ nieujemna̧ mierzalna̧, a A zbiorem mierzalnym w przestrzeni
miarowej (X,F , µ). Pokazać, że dla każdego c > 0 zachodzi nierówność:

µ
({x ∈ X : f(x) > c} ∩A

) ≤ 1
c

∫

A

f(x) dµ(x).

ROZW.: Po pierwsze, zbiór {x ∈ X : f(x) > c} jest mierzalny jako przeciwobraz
póÃlprostej przez funkcjȩ mierzalna̧. Dalej mamy

∫

A

f(x) dµ(x) ≥
∫

{x∈X:f(x)>c}∩A

f(x) dµ(x) ≥ c · µ({x ∈ X : f(x) > c} ∩A
)

(obie nierówność wynikaja̧ z monotoniczności caÃlki; pierwsza dodatkowo z tego, że
f jest nieujemna i drugi zbiór jest zawarty w pierwszym, a druga z tego, że na
danym zbiorze f > c). Teraz dzielimy obie strony przez c i dostajemy tezȩ.

Zadanie 2.
Na przestrzeni miarowej (X,F , µ) dany jest cia̧g funkcji nieujemnych mierzalnych
fn zbieżny wedÃlug miary do zera, ale taki, że caÃlki

∫
fn dµ nie da̧ża̧ do zera.

Udowodnij, że funkcja g(x) = supn fn(x) ma caÃlkȩ nieskończona̧.

ROZW.: Gdyby funkcja g miaÃla caÃlkȩ skończona̧, to cia̧g fn byÃlby zmajoryzowany
(przez g). Wiemy, że Tw. Lebesgue’a o zbieżności zmajoryzowanej zachodzi również
dla zbieżności wedÃlug miary. Zatem zachodziÃlaby zbieżność caÃlek

lim
n

∫
fn dµ =

∫
lim
n

fn dµ =
∫

0 dµ = 0.

A tak nie jest.

Zadanie 3.
Na przestrzeni mierzalnej (X, Σ) dane sa̧ dwie miary skończone µ1 i µ2. Niech µ
oznacza sumȩ tych miar: µ = µ1 + µ2. Udowodnij, że istnieje funkcja mierzalna f
o wartościach w przedziale [0, 1], taka że dµ1 = f dµ oraz dµ2 = (1− f) dµ.

ROZW.: Obie miary sa̧ absolutnie cia̧gÃle wzglȩdem µ (µ zeruje siȩ na jakimś zbiorze
wtedy i tylko wtedy gdy zeruja̧ siȩ na nim obie miary µ1 i µ2). Z Twierdzenia
Radona–Nikodyma istnieja̧ gȩstości f i g (określone prawie wszȩdzie, powiedzmy
na zbiorze X ′ o dopeÃlnieniu miary µ zero). Wtedy na X ′ mamy µ = (f + g) dµ co,
z jednoznaczności gȩstości oznacza, że f + g ≡ 1 µ-p.w., czyli na zbiorze X ′′ ⊂ X ′

o dopeÃlnieniu miary µ zero. Czyli na X ′′ mamy g = 1 − f . Ponieważ g jest
nieujemna, zatem f przyjmuje na X ′′ wartości w [0, 1]. Poza zbiorem X ′′ można
przyja̧ć f = g = 1

2 (nie ma to wpÃlywu na miary µf = µ1 i µg = µ2) i warunek
f = 1− g bȩdzie tu też speÃlniony.
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Zadanie 1A.
Udowodnij, że jeśli f = f1 − f2, gdzie f1 i f2 sa̧ nieujemne, to f1 = f+ i f2 = f−

wtedy i tylko wtedy gdy f1f2 ≡ 0.

ROZW.: Wiemy z wykÃladu, że przy zaÃlożeniach z zadania istnieje nieujemna
funkcja h taka, że f1 = f+ + h oraz f2 = f− + h. Zatem

f1f2 = f+f− + h(f+ + f− + h).

Z definicji funkcji f+ i f− wynika Ãlatwo, że f+f− ≡ 0. Zatem f1f2 ≡ 0 wtedy i
tylko wtedy gdy h(f+ + f− + h) ≡ 0, co jest równoważne temu, że h ≡ 0, a to z
kolei oznacza, że f1 = f+ i f2 = f−.

Zadanie 2A.
Korzystaja̧c z Twierdzenia Fubiniego wykaż, że dla dowolnej mierzalnej funkcji
nieujemnej f na przestrzeni miarowej (X, µ) mamy

∫
f dµ =

∫

[0,∞)

µ{x : f(x) ≥ t} dλ(t)

(ostatnia caÃlka jest wzglȩdem miary Lebesgue’a na prostej R).
Wskazówka: Aby stosować tw. Fubiniego potrzebna jest funkcja dwóch zmiennych,
x i t. Bez tego ani rusz! Trzeba, patrza̧c na wykres funkcji f , sprytnie zdefiniować
pomocnicza̧ funkcjȩ g(x, t) na X × [0,∞).

ROZW.: Definiujemy

g(x, t) =
{

1, gdy f(x) ≥ t

0, gdy f(x) < t
.

Funkcja ta jest NIEUJEMNA, wiec calka po mierze produktowej ma sens, zatem
obie calki iterowane sa̧ równe.

∫ (∫ ∞

0

g(x, t) dt

)
dµ(x) =

∫ (∫ f(x)

0

1 dt

)
dµ(x) =

∫
f(x) dµ(x) =

∫
f dµ.

Natomiast po zamianie dostaniemy

∫ ∞

0

(∫
g(x, t) dµ(x)

)
dt =

∫ ∞

0

µ{x : f(x) ≥ t} dt.

Zatem prawe strony obu powższych równań sa̧ sobie równe.
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Zadanie 1B.
Na przestrzeni mierzalnej (X, Σ) dane sa̧ dwie miary µ i ν, przy czym ν 4 µ.
Wiadomo, że µ rozkÃlada siȩ na sumȩ µ1 + µ2, gdzie µ1 4 ν a µ2⊥ ν. Udowodnij,
że ν 4 µ1.

ROZW.: Niech µ1(A) = 0. Niech D speÃlnia µ2(D) = ν(Dc) = 0. Wtedy

ν(A) = ν(A ∩Dc) + ν(A ∩D).

Pierwszy skÃladnik jest zero, bo ν(Dc) = 0. Dalej, mamy µ(A ∩D) = µ1(A ∩D) +
µ2(A∩D). Pierwszy wyraz jest zero, bo µ1(A) = 0, a drugi, bo µ2(D) = 0. Zatem
µ(A ∩ D) = 0, a ponieważ ν 4 µ, to ν(A ∩ D) = 0, a to jest drugi skÃladnik w
wystrzelonym wzorze. Sta̧d ν(A) = 0, co trzeba byÃlo pokazać.

Zadanie 2B.
Dana jest funkcja g : [0,∞) → [0,∞), która jest niemaleja̧ca, g(0) = 0, i speÃlnia
warunek Lipshitza, tzn. istnieje staÃla c > 0 taka, że |g(x) − g(y)| ≤ c|x − y|.
Korzystaja̧c z twierdzenia Radona-Nikodyma oraz wiadomości o dystrybuantach,
wykaż, że g jest postaci

g(t) =
∫

(0,t]

f(x) dλ(x)

dla pewnej nieujemnej funkcji mierzalnej f : [0,∞) → [0,∞), gdzie λ oznacza miarȩ
Lebesgue’a.
Wskazówka: To jest piȩkne zadanie, jednak wieloetapowe. Najpierw trzeba zauważyć,
że g jest dystrybuanta̧ pewnej miary µ, a nastȩpnie, korzystaja̧c z warunku Lip-
shitza pokazać, że miara ta jest absolutnie cia̧gÃla wzglȩdem miary Lebesgue’a. Może
tu siȩ przydać regularność miary Lebesgue’a. W ostatnim etapie trzeba skorzystać
z twierdzenia Radona-Nikodyma.

ROZW.: Funkcja Lipschitzowska jest cia̧gÃla. Jak wiemy, taka funkcja g jest dys-
trybuanta̧ pewnej miary borelowskiej µ na [0,∞). Pokażemy, że miara ta jest
absolutnie cia̧gÃla wzglȩdem miary Lebesgue’a. To, w poÃla̧czeniu z tw. R-N da
istnienie funkcji gȩstości R-N, która̧ wÃlaśnie oznaczymy przez f . Wtedy bȩdziemy
mieć: (najpierw korzystamy z def. dystrybuanty, potem z def. gȩstości)

g(t) = µ((0, t]) =
∫

(0,t]

f(x) dλ(x).

No wiȩc pokazujemy ta̧ absolutna̧ cia̧gÃlość: Weźmy zbiór A miary Lebesgue’a zero.
Z regularności miary istnieje zbiór otwarty U ⊃ A taki, że λ(U) < ε. Wiemy z
topologii, że zbiór U jest przeliczalna̧ rozÃla̧czna̧ suma̧ przedziaÃlów otwartych U =⋃

n(an, bn). Z definicji dystrybuanty, µ((an, bn)) ≤ µ((an, bn]) = g(bn) − g(an).
Z warunku Lipshitza, g(bn) − g(an) ≤ c(bn − an) = cλ((an, bn)). Zatem µ(U) ≤
cλ(U) < cε. Sta̧d µ(A) < cε. Ponieważ ε jest dowolny, wyszÃlo µ(A) = 0. Koniec.
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